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A)SINTESIS DE CONTENIDO: POTENCIAS Y RAICES ENESIMAS ( OA2)

Recordemos que el uso de raices cuadradas nos sirve para hallar el valor de una potencia
de exponente 2 en la cual se desconoce el valor de su base. Geométricamente aparece como
la explicacion matematica que aplicada al area de un cuadrado permite calcular la medida
de su lado. Asi, por ejemplo, si el area de un cuadrado es 25 cm2, entonces su lado mide

V25 =5 cm.

Ejemplo: e -

Un numero elevado a dos es igual a 16, éCual es el valor de dicho numero?
Algebraicamente esto se representa como:

x> =16
x= V16
Xx=4

Definicion: Para a,b € N U {0} |a raiz cuadrada se define como:

Vazbeoazh?

Actividad 1: Completa la siguiente tabla y determina la medida del lado del cuadrado dada su area
y viceversa. Guiate por las 2 primeras filas

Medida del lado (cm) Procedimiento Area del cuadrado (cm2)|
13 13-13=13%2=169 169
15 225 =x2= /225 =x = 15 = x 225
21
256
17
676
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Cuando sumamos o restamos raices exactas, nos basta con calcular su valor y luego operar
de izquierda a derecha usando la ley de los signos. En el caso que nuestra raiz exacta este
acompanado por un factor numérico, debemos multiplicar el valor de nuestra raiz por dicho
factor.

Ejemplo:

3Va+vV25-2V/16-/81 / aplica el concepto de raiz
=3-2+5-2-4-9/desarrolla la prioridad de las operatorias
=6+5—8+9 /opera de izquierda a derecha

=11-8+9

=3+9

=12

¢ Como podemos operar raices cuyo valor no es exacto?

Cuando tenemos raices con cantidades subradicales no exactas, estas se pueden trabajar
sumando o restando el factor numérico de aquellas raices que tienen la misma cantidad
subradical, manteniendo la raiz, tal como se realiza la reduccion de términos semejantes en
Algebra.

Ejemplo:

2V5 - 3v/3 + 6v/3 - 4V/5 + /3 / conmuta las raices con igual cantidad subradical

25 -4v/5-3V3 +6V3 +/3 / opera raices semejantes
V5 +443

En estas peratorias, dejamos el resultado expresado en funcién de las raices no
exactas, es decir, sin calcular su valor.

¢,Como operamos expresiones en donde los valores de la cantidad subradical de las
raices son distintos?

Cuando tenemos este tipo de situaciones podemos usar la descomposicion de raices, esto
es expresar una raiz cuadrada no exacta en otra equivalente, de tal forma que queden raices
con igual cantidad subradical para poder operarlas.

En el proceso de la descomposicion de raices, debemos expresar la cantidad subradical de
la raiz como un producto de dos factores en el cual uno de ellos sea un cuadrado perfecto.
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Ejemplo:

Va8 /Escribe la cantidad subradical como un producto en donde uno sea un cuadrado
perfecto.

V16 - 3 /Separa en dos raices usando la propiedad de producto de raices con mismo
indice.

V16 -3 /calcula el valor de la raiz exacta.

43

Tenemos que Va8 = 4+/3, este tipo de equivalencias nos ayudaran para poder operar
raices que no tienen igual cantidad subradical.
Veamos un ejemplo para poder responder la pregunta anterior:

3V8 - 2V32 + 718 /realizala descomposicion de raices por separado
3V4a.2-2V16 2+7V9-2/ aplica propiedad de producto de raices con igual indice
3-vV4-V2-2-V16-V2+7-v/9-\2 /calcula el valor de las raices exactas
3-2-\/3—2-4-\/3+7-3-\/3/operafactores

6V2 — 8V2 + 21V2 /reduce términos semejantes

19V2

Instrucciones: Responde las siguientes preguntas, encerrando en un circulo la letra de
la alternativa correcta.

1 OA2
¢ Si el area de una region cuadrada es de 441 cm2, 4 cual es el valor de la medida de
sus lados?

[. 220,5 cm. 1. -21 cm. 1. 21 cm

a) Solo |
b) Solo Il
c) Solo lll
d) Solo Il y Ill

2 OA2
¢,Cual es el valor de la descomposicion de 6v72 ?

a) 36v2
b) 6v2
c) 126
d) 182
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3 OA2
¢Cudl es el valor final de la expresion 6v125 — 6v/20 + 6145 — v/5?

a) 1045
b) 35V5
c) 805
d) 145

¢Existen otros tipos de raices en donde su indice sea distinto de 2?

Como vimos anteriormente, el concepto de raiz esta estrechamente relacionado con las
potencias, en ese sentido si tenemos el volumen de un cubo, pero no la medida de su arista
podemos calcular dicho valor de la misma forma que lo hicimos con la medida del lado de
un cuadrado dada su area. Por lo tanto, habria que aplicar el concepto de raiz, esta vez de
una raiz cubica.

Definicién: A partir del concepto de raiz cuadrada y sus propiedades, es extiende la notacion
a potencias de mayores exponentes. En general, siy = x", con x e y numeros reales y n un
numero natural mayor que 1, se dice que x es la raiz enésima de y:

y=x"oy=x

En esta expresion, a y se le llama cantidad subradical y a n, el indice de la raiz. En el caso
de que n sea par, x existe solosiy >0

Ejemplo:

xS= —32 & x =3/—32
X==2

En este caso se cumple que existe un valor para x, pues si —2 lo elevamos a 5 da
como resultado —32 y ademas el indice de la raiz es impar por lo que el valor de y
no influye.



-o‘-\)?o‘ Colegio Fernando de Aragon
~.. Departamento de matematica
‘ Prof. Sergio Moreno San Martin

Ejemplo2: aeeea -

x'=-32 & x =\/-16

x=3
En este caso no existe un valor que al evelarlo a 4 dé como resultado —16, puesto
que toda potencia de exponente par siempre da un valor positivo, ademas no
se cumple con la definicion, ya que cuando el indice de la raiz es par, la cantidad
subradical debe ser mayor mayor a cero para que tenga solucion real.

- -

Actividad 2: Completa la siguiente tabla. Guiate por las 2 primeras filas.

Raiz enésima Procedimiento Potencia Solucion
i/——27=x V=27=xox3=-27=x=-3 x3 = =27 -3
1/—81 =x V-8l=xeoxt=-8lox=1 A 2
216 = x
64 =x
/=32 =x

Propiedad 1: El producto de dos raices enésimas con igual indice es igual al producto de
las cantidades subradicales expresadas en una sola raiz con indice comun.
Algebraicamente es:

Va-Vb=Va-b

| Ejemplo: aeee- .

Propiedad 2: El cociente de dos raices en simas con igual indice es igual al cociente de las
cantidades subradicales expresadas en una sola raiz con Indice comun.
Algebraicamente es:

’{/c_l:"b="\/a:b="\/%,conb¢0
Ejemplo: e B

5
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Propiedad 3: Cuando un factor acompafa a una raiz enésima, esta se puede introducir
dentro de la raiz como una potencia con el exponente igual al indice de la raiz.

avb:%a*-b,cona b €R.

Ejemplo :

Actividad 3: Aplica las propiedades de las raices vistas anteriormente en las siguientes
expresiones.

a) V7-V4= b) 56:39 = c) 2V5=

d) V48: V6= e) 432 = f) ¥25- Y10 =

Instrucciones: Responde las siguientes preguntas, encerrando en un circulo la letra de
la alternativa correcta.

4 OA2
¢ Cual(es) de las siguientes raices enésimas tiene solucion en los numeros reales?
. /=32 1. V-16 1. /729
a) Solo |
b) Solo
c) Solo lll
d) Sololylll




m Colegio Fernando de Aragén

e Departamento de matematica
| Prof. Sergio Moreno San Martin

115

5 OA2
¢, Cual es el valor final de 3%/5 al aplicar la propiedad?

a) V60
b) V405
c) V15
d) V45

Analicemos las siguientes potencias y utilicemos alguna propiedad para poder expresar en
una forma mas reducida:

(43)% = 432 = 46 (a?)b = a?® = ql2

3
1_3

ER=@  =@i=3=3| (63) =@ =@i=6=6

Si nos fijamos en las potencias anteriores, en todas aplicamos la propiedad potencia de una
potencia, para poder expresarlas en una forma mas reducida, observemos la siguiente
demostracion:

nm_n

1
y =(a) / si elevamos ambas expresiones a "n
1" : : . :
y"= [(a)"] / aplicando las propiedades de las potencias vistas anteriormente
= g'=a /por definicidn de raiz enésima

y'=ae y= Va / Por transitividad
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Definicion: Dada la demostracién anterior podemos interpretar una potencia de exponente
fraccionario como un a raiz enésima y viceversa, de modo que:
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1 m
(a)n = Va,Va™ = (a)n ,sin espar ym es impar € Rt U {0}

Gracias a esto, se pueden realizar operaciones entre raices enésimas aplicando las
propiedades de las potencias para interpretar y simplificar el calculo de expresiones que las

involucran.

Actividad 4: Exprese como una raiz en enésima las siguientes potencias de exponente

racional
Potencia Procedimiento Raiz enésima

3 3 1

45 45 = (4)%5 = Y43 V43
7

29
1

5%
a

xb

Propiedad 1: Va™ = Vam

.z nr s m n
Demostracion: Vva™ =g~ =ar = Va™,conr>0

Ejemplo: V3e= 3% = 3% = V33

Propiedad 2: Vam - Vb =Vab"

Demostracién: Va™ - Vb"=qa"- b" = (ab)" =\ab"

Ejemplo: V97 - 1/57=9%. 55 = (5. 9)5 = V45

=,me€eR
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Propiedad 3: /= = ‘/:

m
2 Vo _an _(d _"\/‘—’_
Demostracién: 2% =% =(;)"= Vo ,conb=#0

4
4 2 7[5
. N2 27 _17_ <R
Ejemplo.m——lﬁ —() = Vi

a) V18% = b) V25 -195 = o) et _
e

d) V&7 : Y& = &) Y37 = n
s

. q
Propiedad 4: Va™ - Var="Vgma+m
Demostracién: Va™ - W=a¥-05=a(mq";np) = am™*™ conp € R

Ejemplo: 827 - V/27=25.27 = 2(58) —%/>1

Propiedad S:g ="{/gma-ne
Demostracion: q‘/\/g = Z_% — (=) "4/ gma—m
Ejemplo: 12 = & —g(3) (%) - Vg
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Propiedad 6: VVa="Va s

15

Demostracion: \/n_ ( ) (a ) m= (a)mn ="Va
Ejemplo: V310 = ((10)%)3 = 10(8) =}/10

1=

Actividad 6: Aplica las propiedades de las raices enésimas vistas anteriormente en las

siguientes expresiones.

a) Y/¥6 = b) Y47 - V43 = )Ygz
d) 12 = e) Vat V22 = n V2=

Instrucciones: Responde las siguientes preguntas, encerrando en un circulo la letra de

la alternativa correcta.

25

) *V1236
b) V1225
c) V2536
d)'3/35%8

Al expresar la potencia 1236 en raiz enésima, nos queda:

OA2

4
¢A qué raiz es equivalente la potencia 35 ?

a) 3+
b) ¥/35
c) V45
d) V54

OA2

10
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¢ A cudl de las siguientes expresiones es igual V92 ?

a) 23
b) 97
C) 75
d) 9z

OA2

¢ Cual de las siguientes alternativas muestra un numero que no es real?

a

ngwe

o O

)
)
)
)

OA2

10

¢ Cual de los siguientes numeros es menor que 37

a) 3v2
b) 2v2
c) 28
d) 2v/3

OA2

11

¢ Cudl de las siguientes expresiones es igual a V5 - V2 ?

a) 3v7
b) V10
c) Y10
d) V7

OA2

12

¢ Cual de las siguientes expresiones es igual a v487?

a) 43
b) 2V6
c) 63
d) 3v4

OA2

11
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13

436

Cual expresion es equivalente a 175

a)l
b) V4
c) V4

d)4i

6
nos queda:

OA2

14

¢, Cual expresion es equivalente a '3/x6y* ?

a) 12 x2y3
b) x3y?
C) 12 x3y
d) Yx3y

OA2

15

El valor de V1296 es:

a)d
b)6
c) 14
d)16

OA2

16

6
El valor de 49+ es:

a)7

b) 49
c) 343
d) 2401

OA2

17

El nimero Y4096 es equivalente a:

a) 212

b) 232
c) 843
d) 4V4

OA2

12
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18

OA2
Al resolver Y1024 , se obtiene:

a) 2v/2
b) 2V2
c) 42
d) 438

19

OA2
2 . .
Al resolver o’ se obtiene:

3250
a)~,

500
50

3

b)

3
4
C)T

d) L2

20

OA2
1 3
Al resultado de NN
a)
b)

)
d)

se obtiene:

°‘|§°‘|50\|§°‘|®

21

OA2
La tercera ley de Kepler sobre el movimiento de los planetas del Sistema Solar

establece que el periodo de traslacion (t) de un planeta en afios terrestres se
relaciona con su distancia al sol (d) en unidades astrondmicas (UA), y puede
aproximarse con la siguiente expresion:

t=+/d3
De acuerdo con esta informacion, ¢cual es el periodo de traslacion de un plantea
cuya distancia al sol es d = 4 UA?

a) 4 aifios
b) 8anos
C) 64 afios
d) 16 afios

13
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B) SINTESIS DE CONTENIDO: LOGARITMOS ( OA2)

Se llama logaritmo de base b de a al nimero c al cual debe elevarse la base b <N
para obtener a. Es decir: Cuando la base es 10,
se omite:

c= =
b¢=a —log,a=c log ,,x = logx

Cona,b € R*, b # 1yc & R. Porejemplo:
53 =125 « l0g;125 = 3 y se lee "logaritmo en base 5 de 125"
V9=3-92=3 logy3 =% y se lee "logaritmo en base 9 de 3".

Propiedades de los logaritmos

Sia es un numero real positivo distinto de 1, entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

* |ogaritmo de la base: * |Logaritmo de la unidad:
log,a=1 log,1=0

Analiza el siguiente procedimiento

Silog,a = c, entonces b = a
Paso 1: Elevamos a n ambos lados de la igualdad: (b€)" =a” — b€ " =3"
Paso 2: Utilizando la definicién de logaritmo: log,@"=n-c

Paso 3: Reemplazamos ¢ por log,a: log,(@”) =n - log,a

Sean b y x nimeros reales positivos con b # 1 y n un nimero real, se cumple la
propiedad de logaritmo de una potencia de la base:

log,(x") =n - log,(x)

Dicho de otra forma, el logaritmo de una potencia es equivalente a la multiplicacién
del exponente por el logaritmo.

14
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Sean b, x e y numeros reales positivos con b # 1, entonces:

log, (x - y)=log,x +log,y Iogb(§) =log,x - log,y

Dicho de otra forma, el logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos de los
factores manteniendo la misma base. El logaritmo de un cociente es la resta de los
logaritmos de los factores manteniendo la misma base.

Sean a y b nimeros reales positivos diferentes de 1 y x un nimero real positivo:
log, x
b

Dicho de otra forma, es posible realizar un cambio de base para expresar un
logaritmo de una base cualquiera en otra base.

Analiza el siguiente procedimiento

Sealog,(@a)=c— b =a
Paso1: b¢=a=>log, (b€) = log (@)

Paso 2: ¢ - log p(b) = log @

log p(a)
log,,(b)
log @)
13,

Paso 3: c =
Paso 4: log,(a) =

Ejercicios resueltos:

1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos aplicando las propiedades vistas

1 1 4 _1 -
logS\/625 51095625 5I0955 t 4=t

2. Expresa cada logaritmo en términos de my n, con m =log 2 y n = log 3.

log24 log(8-3) log(23-3) log23+log3 3log2+log3  3m+n

log.24 = = =
Is log5 ~ 109(70) Iog< ) "~ log1l0 -log2 = logl0-log2 = 1-m

15
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6=6l0g,3 = log,729 = log,22° = log,2916 - log, 4
Resumen:
Definicion Sea log,b = x, entonces &'=b (onb>0,a>0ya=1)

Logaritmo en base 10

"x es el logaritmo de b en base a" (a: base, b: argumento, x: logaritmo)
Cuando no se indica la base del logaritmo, entonces la base de este es diez.

loga = log, a
Logaritmo de la Para toda base positiva distinta de 1, siempre el logaritmo de uno es cero.
unidad log 1=0
Logaritmo de la base | Si el argumento y la base tienen el mismo valor, entonces el logaritmo es igual a uno.
log,a=1

Logaritmo de la
multiplicacion

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos (igual base) de los
factores.

log, (b ¢)=log, b+ log, ¢

i0jo! log,b - log, ¢ = og, (b - c) y log, (b + c)=log,b+ log,c

Logaritmo de la
division

El logaritmo de un cuociente es igual a la diferencia de los logaritmos (igual base) entre
el dividendo y el divisor.

log, (%) = log,b — log, ¢

logp

. b
i0jo! Tog ¢ = log. = y

log (b — c)=log b — log ¢

Logaritmo de una
potencia

Es igual al producto entre el exponente de la potencia y el logaritmo de la base de la
potencia (se conserva la base del logaritmo).

log, (b) =¢ - log, b

Logaritmo de una raiz

Es igual al producto entre el reciproco del indice radical de la raiz y el logaritmo de la
cantidad subradical de la raiz (se conserva la base del logaritmo).

% =
log,\b = log, b

Cambio de base

Para cambiar la base de un logaritmo se divide el logaritmo del argumento original por
el logaritmo de la base original, ambos en la misma base a eleccién.

log. b
log.a

log b =

Logaritmos iguales

Si dos logaritmos de misma base son iguales, entonces los argumentos son iguales (y
viceversa).

logb=logc=b=c

16
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Instrucciones: Responde las siguientes preguntas, encerrando en un circulo la letra de
la alternativa correcta.

1 OA2
El valor de logs 625 es:

a) 125
b) 25
c)5
d) 4

2 OA2
Al resolver log; 243, se obtiene:

a) 125
b) 25
c) 5
d) 4

3 OA2
Al resolver la expresion 3 log, 16 — 3 logs % — 51logg 8, se obtiene:

a) —2
b) 16
c) 4
d) 6
4 OA2
¢ A cual de las siguientes expresiones es igual 23 =8?
a)log, 8 =
b)logg2 =3
c)log; 8 =
d)log,3 =8
5 OA2
¢ A cual de las siguientes expresiones es igual 33 =277
a) log; 27 =3
b) 10g27 3 == 3

c) logs 125 =3
d) logi (=) = 27
) log: ()
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Observa la siguiente igualdad: log, 169 = 2, ;Cual es el valor de x?

a)4

b) 13
c) 16
d) 84,5

OA2

Desarrolle la expresion aplicando propiedades de logaritmos.

log,16 +10g100 - 3log1 =

a)2
b) 4
c)6
d) 8

OA2

Desarrolle la expresion aplicando propiedades de logaritmos.

log,16-log,81-log,256 =

a) -20
b) -10
c) O
d) 10

OA2

Desarrolle la expresion aplicando propiedades de logaritmos.

log 1000 -2 log 10 - 51log 100 =

a) -7
b) -8
c) -9
d) -10

OA2

10

En valor de la expresion log, (- 2)=

-1

a)

b) 1
c) 2
d) No esta definido en los numeros reales

OA2

18
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OA2

Observa la siguiente igualdad, log;125= 3, expresado como potencias es:

a) 3° =125

1
b) 5° =125
c) 5° =125

1
d) 125° =3

12

OA2

En la expresion log, 64=3, expresado como potencias es:

a) 4 =64

1
b) 43 =64
c) 643 =4

d) 64°=3

13

Observa la siguiente igualdad,
corresponde a:

a) 27 =49
b) 49°=2
C) 49" =2
d) 7*=49

OA2
log,49=2 expresado en forma exponencial

14

OA2

Silog2 =10,3; log3=0,47; log5=0,7; log7 = 0,85, entonces el valor de log 17,5

es:

a) 1,25
b) 1,85
c) 0,45
d) 1,98

19
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C)SINTESIS DE CONTENIDO: FUNCION CUADRATICA (OA3)

FUNCION CUADRATICA

Forma general f(x) =ax®*+bx+c

Donde a, b, c con coeficientes reales, a # 0

La grafica de una funcion cuadratica es una curva llamada “parabola”

Dominio de la funcion cuadratica es todos los numeros reales

Se llama funcién cuadrética o de segundo grado a las funciones de la forma:

fix) =ax?+bx+c,cona,byce Rya#0. 4+~ TPorejemplo:

- - - g(x)=2x?+2x+0,5
Donde a, by ¢ corresponden a los coeficientes de la funcion. El dominio de la tiene dominio R y

variable x de la funcion es R, mientras que su recorrido es un subconjunto de R.  recorrido los reales
mayores o iguales a 0.

ECUACION CUADRATICA

Soluciones de la ecuacién de 2° Grado
Si tenemos que la funcion Cuadratica, de manera particular, se transforma en

ax’> +bx+c =0, tenemos la Ecuacién de 2° grado (o Cuadratica). Para el calculo de las
soluciones o raices de la ecuacion de segundo grado, x; y x,, se utiliza la siguiente formula

~b*t+b’-4.a-c

2-a

X =

Donde las dos soluciones estan dadas, cada una por:

:—b—\/b2—4'a‘c y x:—b+\/b2—4-a‘c

X
: 2-a : 2-a

Y que graficamente, representan los puntos en donde la curva intersecta al eje x.

Naturaleza de las Soluciones de la ecuacion de 2° Grado
Podemos ver la naturaleza de las raices de la funcion con el discriminante, A= b?> —4-a-c

e Si A=0, tiene solo una raiz real, es decir x; = x,
e Si A>0, las raices son reales y distintas, es decir x; # x
e Si A<, no tiene solucion real, es decir X1 ¥ X, SOn numeros complejos.
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Ejercicio resuelto:

Un proyectil es lanzado hacia arriba desde el suelo. Después de transcurridos t minutos, la
altura del proyectil, en metros, por sobre el suelo esta dada por la funcion:

h(t)=—-13t*+91r_

a) ¢, Quée altura alcanza el proyectil a los 4 minutos?
b) ¢ En qué momento la altura del proyectil es de 78 metros?

Desarrollo
a) Se quiere obtener la altura (imagen) a los 4 minutos, es decir

Reemplazamos =4 en la férmula
h(4)=-134%>+914 =156

La altura a los 4 minutos sera de 156 metros
b) Se quiere conocer a que minuto (preimagen) la altura es de 78 metros

Igualamos la funcion a 78 y se tiene
~13t* +91r =78

Se obtiene una ecuacién cuadratica a resolver —13t° +911-78 =0 donde se obtienen
dos

soluciones M1 y %2,

Las soluciones (pre imagenes) de la ecuacion se obtienen a través de la formula
cuadratica

. 912917 ~4-(-13):(-78) —91++/4225 -91x65
2-(=13) 26 26

Se tiene, en este caso, que ambas soluciones responden a la pregunta, pues un valor,

(x, = 1)corresponde al momento cuando el proyectil sube y el otro, *1 = 6

va bajando.

, cuando el proyectil
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Grafica de la funcion cuadratica

La gréafica de la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢ esta determinada por una Parabola.
coordenadas del vértice.

Para graficar la funcion cuadratica se necesita conocer la interseccion con los ejes y las
Grafica de una parabola

Parabola ———o
‘l
\
|‘.f
.I
a>o
Y’
.I
.......... %—4’
- T »
2 0\ 2 / 4
\

Interseccion con los Eje y:

Es un punto que pertenece a la curva (funcion), tomamos la coordenada x igual a cero, es
decir:
2
= f(0)=a-0°+b-0+c=y
Se hace x=0

= y=cC

Luego finalmente el punto es (x,y)=(0,c)
Interseccion con los Eje x:

Calculamos la pre imagen de 0, tenemos una ecuacion de 2° grado para resolver
Se hace y=0

:ax2+bx+c=f(x)=0

:ax2+bx+c=0
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Al resolver la ecuacion se obtienen las soluciones que son x; y x5, donde

_—b—\/b2—4-a-c —~b+~b*-4-a-c
h= 2-a v T 2-a

Los puntos x; Yy x5, corresponde a los puntos por donde la curva intersecta con el eje x.

Coordenadas del vértice

Las coordenadas del vértice corresponde al punto V = (x,y) perteneciente a la parabola, que
coincide con el eje de simetria, donde el eje simetria es una linea recta que divide
simétricamente a la parabola en dos ramas.

V=|-—;f-—

Se puede determinar con la siguiente expresion: 2a > 2a

El grafico de una funcién cuadrética se representa mediante una parabola. Esta curva
cumple con lo siguiente:

* Tiene un vértice, que corresponde a su punto mas alto o mas bajo.

* Es simétrica respecto del eje Y 0 a una recta paralela a esta, llamada
eje de simetria.

Su concavidad esta determinada por el coeficiente a de la funcion.

* Sia >0, la gréfica es concava * Sia<0, la gréfica es concava
hacia arriba o convexa. hacia abajo.

Eje de simetria

Vértice: punto__s,
mas alto

Vértice: punto ‘
' mas bajo Eje de simetria

Por ejemplo: fix) =x?+4x + 1

Identificamos el vértice (-2, —3) y el valor de a = 1. Cémo a > 0, la funcion es
céncava hacia arriba y el vértice corresponde al punto mas bajo.

La funcion cuadratica f(x) = ax®+ bx+c¢ como modelo matematico permite
representar fenomenos naturales, como la altura de un cuerpo respecto del tiempo al lanzar
lo verticalmente, o bien, en caida libre, asi como en problemas de optimizacion, cuyo objetivo
es encontrar el valor de la variable independiente x para que la variable dependiente y sea
maxima o minima, como el precio de venta de un producto para obtener una ganacia
maxima. Veamos un ejemplo:

23



m Colegio Fernando de Aragon
e Departamento de matematica
,'9 Prof. Sergio Moreno San Martin

‘“"-c 1 "J

Ejercicio resuelto: El duefio de una pasteleria en Aysén, esta vendiendo nuevos pasteles
con relleno de frutos locales tipo postre y necesita determinar cual debe ser el precio de
venta para obtener las mayores ganancias. El precio debe ser tal que permita cubrir los
costos de produccién y el trabajo realizado. Se ha calculado que la ganancia obtenida esta

dada por la funciéon G(p) = —ipz + 500p — 150 000, donde p es el precio en que se
vende cada pastel.

¢ De cuanto seria la ganancia si vendiera cada pastel a 700 pesos?

G(p = 700) = —=(700) + 500(700) — 150 000.
G(p = 700) = —=- 490 000 + 350 000 — 150 000.

G(p =700) =—122 000 + 350 000 — 150 000.
G(p = 700) = 77 500.
La ganancia seria de $77 500.

¢Cual seria la ganancia si la vende al doble del precio anterior ?

G(p = 1400) = —=(1400)? + 500(1400) — 150 000.

G(p = 1400) = —i -1960 000 + 700 000 — 150 000.

G(p = 1400) = —490 000 + 350 000 — 150 000.
G(p = 1400) = 60 000.
La ganancia seria de $60 000.

¢, Si nos damos cuenta al aumentar el valor de los pasteles al doble, la ganancia baja $17500
pesos ¢cual debiese ser el valor de los pasteles para obtener la maxima ganancia?

Si nos damos cuenta la funcion tiene un maximo, pues el valor del pardmetro a es negativo
y corresponde al vértice de nuestra parabola.

Es necesario calcular las coordenadas del vértice, el cual nos indicar el valor de cada pastel
y ademas su ganancia maxima:

—b —b 1
V= (E'f <—,)>,sabiendo que a = —-,b = 500, reemplacemos.

2a 4
2
500 1 500
= 2._1, 2 2._1 +5 2._1 150 000.
4 4 4

V = (1000,100 000)

R:Cada pastel deberia venderse a 1 000 pesos para obtener la maxima ganancia que seria
100 000 pesos
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Instrucciones: Responde las siguientes preguntas, encerrando en un circulo la letra de
la alternativa correcta.

1 OA3

J La ganancia obtenida por la venta de minipizzas estda dada por la funcién

G(p) = —0,2p% + 400p — 100 000, donde p es el precio en que se vende cada una.
¢ Cual sera la ganancia obtenida si cada minipizza se vendiera a $ 5007

a) $75000
b) $ 150000
c) $100000
d) $50000

_EJ OA3

Del ejercicio anterior, ¢ cual seria la ganancia total si las minipizzas se vendieran a
$7507?

a) $75000
b) $87500
c) $90 000
d) $92500

JEJ OA3

Del ejercicio anterior, ¢a cuanto se debe vender cada pizza para obtener la maxima
ganancia?

a) $1000
b) $900
c) $1100
d) $800

La optimizacion es una de las aplicaciones en las que mas se utiliza la funcion cuadratica,
uno de los datos importantes lo indica el vértice, pues aporta nuestro maximo o minimo valor
esperado.

Ejercicio resuelto: El ancho de un rectangulo tiene una medida de x cm, mientras que el
largo tiene una medida de 18-x cm. Si el area del rectangulo corresponde al producto entre
su ancho y su largo. ¢ Qué medida debe tener el ancho del rectangulo para que su area
sea maxima? jcuanto medira su area maxima?
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Modelemos la funcién que representa el area de un rectangulo respecto a su ancho x.

A(x) =x-(18 —x)
A(x) = 18x — x?

Podemos hallar las coordenadas del vértice para conocer el valor del ancho del rectangulo
para que su area sea maxima.

-b —b )
V= (E'f <%,)>,sab1endo que a = —1,b = 18,reemplacemos.

= (e () ()
v =(9,81)

R: La medida que debe tener el ancho para que su area sea maxima es de 9cm, su area seria
81 cm?

Recordemos que el valor que toman las variables en una funcion cuadratica debe ser
pertinente con el problema planteado. Veamos un ejemplo:

La distancia recorrida por un vehiculo que viaja en linea recta se puede modelar con
x(t) = 3t? + 0.2t, donde x(t), esta expresado en metros y t,en segundos.

¢ Qué distancia ha recorrido al cabo de 10 segundos?
Para saber la distancia, debemos reemplazar en la funcion x(t), el valor de t = 10.

x(t =10)=3-10240,2- 10

x(t =10) =3 -100 4+ 2

x(t = 10) = 302

Al cabo de 10 m segundos el vehiculo lleva una distancia de 302 m.

¢,Como podemos saber cuanto tiempo ha transcurrido cuando el chofer del vehiculo
ha recorrido una distancia de 7510 m desde su partida?

En este caso tenemos la distancia en metros y nos piden el tiempo en segundos que ha
transcurrido para llegar a los 7510 m, por lo tanto, tenemos que reemplazar en la variable
dependiente y despejar t

x(t) = 3t%2 + 0.2t

7510 = 3t?2 + 0.2t ,iguala a cero
3t2 4+ 0.2t — 7510 = 0 /aplica la fé6rmula general
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. —b +Vb?% — 4ac
- 2a

,sabiendo que a =3,b =0,2yc =-7510

02 V0,22 —4-3--7510

2-3
. —0,2 + /90 120,04
B 6
. —0,2 +300,2
B 6
-0,2+300,2 300
tl = = = 50 segundos
6 6
-0,2-300,2 300 _
t2 = = = —50.06 segundos.

6 6

Si nos damos cuenta, tenemos dos resultados posibles, pero el correcto es el que tiene
coherencia, si el vehiculo avanza 7510 metros tiene que haberse demorado 50 segundos.
No podemos usar el segundo valor, pues el tiempo solo se mide en valores positivos.

Instrucciones: Responde las siguientes preguntas, encerrando en un circulo la letra de
la alternativa correcta.

ﬂ OA3

El ancho de un rectangulo tiene una medida de x cm, mientras que el largo tiene una
medida de (12 — x )cm. ¢Qué medida debe tener el ancho del rectangulo para que
Su area sea maxima?

a)6cm.
b) 12 cm.
c) 8 cm.
d)36 cm.

5] OA3

La distancia recorrida por un vehiculo que viaja en linea recta se puede modelar con
x(t) = 2t + 0.1t, donde x(t) estd expresado en metros y t en segundos.
¢ Qué distancia ha recorrido al cabo de 1 minuto?

a) 2.1m.

b) 7206 m.
¢) 7200,1m.
d) 200,1m.
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Como ya sabemos las funciones de segundo grado, son aquellas que se definen de la forma
f(x) = ax? + bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales y a # 0. Ademas, vimos que la
grafica de la funcién cuadratica es una curva en el plano llamada parabola. Veamos las
siguientes imagenes:

Si nos fijamos en las fotos tenemos la catedral de la ciudad de Chillan y una antena
parabolica satelital. En ambos casos podemos ver curvas, pero tenemos una diferencia.
Vamos a hacer una proyeccion de ambas par bolas:

4 ) 4 N\

. J \_ J

Al ver la proyeccion de las curvas nos damos cuenta que tienen distinto sentido, es decir, la
primera se abre hacia abajo y la segunda se abre hacia arriba. A esta caracteristica de las
parabolas se le denomina concavidad. En el caso A diremos que tiene concavidad negativa

0 que es convexa, mientras que el caso B diremos que hay una concavidad positiva o
céncava.

- 4 -\
g Al B
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Si en ambos casos trazamos el eje de simetria como se ve en las imagenes, podemos
identificar un punto en donde se corta la curva y el eje, a este punto lo llamaremos vértice
de la parabola y nos indica donde la curva cambia de crecimiento. En el caso A el vértice es
el punto mas alto en donde la parabola llega y se denomina maximo, en el caso B el vértice
es el punto mas bajo y se denomina minimo.

Cabe recalcar que solo en las pardbolas convexas o con concavidad hacia abajo (con
a < 0 ) tiene un maximo y en las concavas o con concavidad hacia arriba (con a > 0) tiene
un minimo.

Actividad: De acuerdo con la informacion anterior, determine en las siguientes imagenes si
dichas parabolas son céncava o convexa y ademas si tiene un minimo o maximo.

v

v

v

Instrucciones: Responde las siguientes preguntas, encerrando en un circulo la letra de
la alternativa correcta.

6 OA3
— Cuando la concavidad de una parabola es negativa, graficamente se ve:

a) Una curva con sus ramas hacia arriba
b) No se ve una curva
¢) Una curva con sus ramas hacia abajo
d) Una circunferencia
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/3
Y

7]

OA3
Si en una funcion cuadratica, al trabajarla como una ecuacioén, no se encuentran
soluciones, entonces graficamente:
a) No hay intersecciones con el eje “X”
b) La parabola corta en un solo punto al eje “x”
C) “X”
d)

La parabola corta en dos puntos al eje “x
La parabola no tiene concavidad.

a)
b)
c)
d)

OA3
De acuerdo con la funcion f(x) = x> — 14 x + 49, jcuantas intersecciones tiene su
parabola con el eje “xX™?

Solo una interseccién
No hay intersecciones
Dos intersecciones
Tres intersecciones

9]

OA3

Observa la siguiente funcidn:
m(x) = 2x%2 —4,5x + 1

¢ En qué punto la curva pasa por el eje y?

10

OA3

Observa la siguiente funcion: f(x) = x? —4x + 5 . Sila funcion se grafica en el plano
cartesiano, ¢en qué punto la curva pasa por el eje Y?

a) (5,0)
b) (—4,0)
c) (0,0)
d) (0,5)
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11 OA3
¢Cual de las siguientes graficas de funciones, corresponde a una funcién
cuadratica?

a) b)
2 OJ 2 £y
c) d)
4 4
2
-2 0 | 2 -4
2

12 OA3
Observa la funcién: y = 2x2 — 4x — 6 ¢ En qué puntos intersecta la funcion al eje X y
al eje Y?

Interseccion con el eje X Interseccion con el eje Y
A) (3,0)y(-1,0) (0,-6)
B) (-3,0)y(1,0) (0,-6)
D) (3,0)y(-1,0) (0,-3)
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¢ Cual de las siguientes funciones cuadraticas, corresponde a una funcién
fl) =—x*+x+2?
a) b)
SA y
24
14
c) d)
_____________ ol Y
- ——
-1 2
X
14 OA2

Una empresa produce pantalones. El siguiente grafico relaciona los ingresos (l) que
obtienen al producir p pantalones: ; Cuanto es el ingreso al producir 300 pantalones?

I

a) 30.000
b) 60.000
c) 60.300
d) 100.000

A

80.000 —

60.000 —

40.000

20.000

3

200 -100 9

A

4

0 I T T T > P
100 200 300 400 SKK 600
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cuadratica?

¢Cual de las siguientes graficas de funciones, corresponde a una funcion

x f(x)
0 0
1 2
2 18
3 32
4
5
6

b)

d)

-2

-2

OA2
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16 OA2
¢ Cuadles son las soluciones de la siguiente ecuacion cuadratica, x2 — 5x + 6
a) x1 = 5; xz == 6
b) .xl = 2; xz == 3
C) .xl = 2; xz == _3
d) .xl = _5; x2 = 6
17 OA3
Observa la siguiente ecuacion cuadratica: (x —2)(x +5) =0
¢ Cuales son sus soluciones?
a) .xl = 2; xz == 5
b) .xl = _2; x2 = 5
C) .xl = 2; xz == _5
d) .xl = _2; x2 = _5
OA3

18

¢ Cuales de las siguientes ecuaciones NO tiene solucion en los numeros Reales?

a) x2—49=0
b) x2—4x—-5=0
c) x?+2x+1=0
d) x2+2x+2=0
19 ) OA3
¢ Cuales de las siguientes ecuaciones tiene SOLO UNA solucién?
a) x2—4=0
b) x2—x—6=0
c) x2+2x+1=0
d x2+x+4=0
OA3

20

¢ Cual de las siguientes ecuaciones tiene una sola solucion?

a)x*—36=0

b)x? —6x+9=0
c)x?—6x+8=0
d)x?+4x—-5=0
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